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Definiciones preliminares

Una éperad es una coleccién de conjuntos {O(n)},en junto con
reglas de composicién o; tales que

o; : O(n) x O(m) — O(n+ m —1), y una operacién identidad
1€ 0(1).
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Figura: Composicién de 6perads
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Figura: Composicién de 6perads
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Ejemplo

La 6perad de endomorfismos, dado un conjunto X definimos
Endx = {Endx(n)}sen, donde Endx(n) denota el conjunto de
funciones de X" a X, bajo la operaciéon de composicién usual

de funciones.
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Figura: Composicién de funciones
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Algebra sobre una éperad

Una algebra o representacion sobre la 6perad es un conjunto
X y una coleccién de funciones ¢, : O(n) — Endx(n), que

respeta las operaciones de composicién y a la identidad. Esto

es, ¢1(1) =1y:
¢n+m—1(p Oj C]) = ¢n(P) Oj ¢m(q)

Para todo p € O(n), g€ O(m)y 1 <i<n.



Operad de los posets finitos

Un poset (partial ordered set) es un par (A, <), donde A es
un conjunto y < es una relacién de orden estricta, es decir, es

antisimétrica y transitiva.
Li{x<y<wx<z<w}
2. {x<y,z<w,z<u}
3. (m={1<2<..<n}



Diagrama de Hasse

Es un grafo dirigido (A, E), donde A el conjunto de vértices y
E={(p,g) € Alp<qgynoexiste re Aconp < r < q} es el

conjunto de aristas.

Figura: Diagrama ejemplo 1



Operad de posets finitos

Los posets forman una éperad al insertar un poset en lugar de un

elemento de otro.

Figura: Composicién de posets
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Combinatoria

Una funcién f : P — Q entre 2 posets (P, <p) y (Q,<q) se dice
que preserva el orden si f(x) <g f(y) cuando x <p y. Una pregunta

natural es jcuantas funciones f : P — (n) que preservan el orden
hay?

1. Si P es el poset de la figura 1, entonces hay 20 funciones
f : P — (5) que preservan el orden.

2. Si P es el poset de la figura 2, entonces hay 450 funciones

f : P — (6) que preservan el orden.

3. Si f:(m) — (n) con m < n, hay exactamente (/).



Combinatoria

Para el estudio del comportamiento del conjunto de funciones que
preservan el orden, es (til el uso de funciones generadoras. La fun-
cién generatriz de la sucesion (Q°(n))pen, donde Q°(n) representa
la cardinalidad del conjunto A, llamada la serie estricta de orden de
X. -
(X) =3 @ (X)(n)x”
n=1

En el caso de cadenas (n), tenemos el siguiente resultado:

0504 e

k=n



Operaciones en posets

Dado dos posets P, Q, definimos dos operaciones:

La concatenacion P+ Q@ = (PU Q,<), donde u < vsiu,v e Py
u<pvouveE QRQyu<g vyademas,siu € P entonces u < v para
todo v € Q.Y la unién disjunta de dos posets, PLIQ = (PL Q, <),
donde u<vsiu,vePyu<pvouveQyu<gv, esto es,
consiste en el poset cuyo diagrama de hasse es la unién de grafos de

los diagramas de hasse de P y Q.
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Ejemplo

De estas operaciones podemos generar posets extensos a partir del

mas simple posible, (1).
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Figura: Operaciones en posets
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Resultados

Podemos hacer coincidir a las series generadoras con las operacion

de concatenacion con la siguiente definicion:

¢(X) #¢(Y) = ¢(X)S(Y)(1 = x)

Los siguientes resultados permiten calcular las series de orden de

posets de forma practica:
1 C({n)) * C((m)) = C({n) * (m)) = ¢((m)(L — x)C((m))
2. ¢((n) L ¢((m)) = Yo ("F) ()¢ + m))



Aplicaciones

Sea P el poset del ejemplo 1, note que P = (1)  ((1) U (1)) * (1),

por lo que podemos calcular su serie de orden estricta:

C(P) = C((1)) * (1) U (1)) * (1)
= —— (W U) )

x?2 X 2x?2
TR A GRS o G

= (((3)) +2¢((4))
= (3 +ax* +10x° 4+ )+ 2(x* +5x° + )

= x3 +4x* +20x° + ...
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